CICLlO

PREUNIVERSITARIO
2024-1

]
s A

=
B A s | = (
® » b [ 7 N
[ i | | A ﬁ ‘~..A‘.l.'
4 - . 3 4
= 'L:‘.l
; R Ay
- N Teid - »
P e e Ay c¢cmana
3 ~ h -
. _."7._-" —e 3 . £ Lge —
‘-"-: / ) . O
o < 68 . o
ol X = = Lt ¢
cita TN . - - W
AriSy . . -
» - - ‘- A )

X . : e e S St
UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA ‘- Centro'de Estudiﬁ Preun Iﬂ&

. VSR W v 2 P T B e - N

. A
» . B
- .



CONTENIDOS

« Condicion necesaria de convergencia

 Algunos criterios de convergencia
“+Criterio de comparacion
“*Criterio de la razén
“¢Criterio de la raiz
¢ Criterio de Leibnitz

« Convergencia absoluta

2
UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios




CONDICION NECESARIA DE CONVERGENCIA
—feorem

a

Demostracion Supongamos que la serie converge al numero real L, esto es, la sucesion de
sumas parciales (s,),ey cOnverge al numero real L. Luego:

— 00

Si la serie )., ay converge, entonces l1im ag =0

lim (s, — sp—1) = lim ay
n—>00 n—>00
lim s, — lim s,_4 = lim a,
n—>00 n—>00 n—>00

L—L=I1ima,

n—>0o

lima, =0

n—>0o0

‘ Corotari \ Si no se cumple que 1lim ax = 0, entonces la serie };;;_, ay diverge.
o — 00
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Ejemplo Analice la convergencia de la serie

z 2k? — 7
5kZ2 +4+3k+1
k=1

Resolucion

Seaa, = 2l vk € N
K ™ sr243k+1 ’ ‘

Tenemos que lim ap = lim 2S5/ 2
q k— oo k = k— oo 5k2+4+3k+1 = 5

Entonces lim ap # 0.
k—> o0

2

. R A 2 .
Aplicando el Corolario, la serie ). diverge.
k=1 5k2

+3k+1

29/30 4




Ejemplo  Analice la convergencia de la serie

i 2K+ | gk
k=1

k2K
Resolucién
2K+ 4 Kak
Seaak = ———,VkEN.
Tenemos que lim ay = lim (E + Zk) = 00
k— oo k—oo \Kk
Entonces lim ay # 0.
k— oo
. h . - 2k+1+k4k
Aplicando el Corolario, la serie .,

k2K

diverge.

29/30 5




Ejemplo  Analice la convergencia de la serie
N <2nk)
2 COS

Seaak—cos( ) vk € N.
Tenemos que si observamos los primeros términos de la sucesion
= 1 1 ] gl ) 1N A
ak—{ 2, 2, ; 2, 2, . 2, 2, ,}
. b 1 -
Se concluye que esta es oscilante con puntos limite = I luego la sucesidén

Resolucion

(ax)ken NO CONverge.

2T
Asi, aplicando el Corolario, la serie Y, 1cos( - )dlverge

29 /30 6




Ejercicio

272. ;Cuantas de las siguientes series son divergentes?

o0 n o0 n2
n=1 n+1 E_ n2 Tl |

o0 3 o0 n

n 1

2 3 D (1+_)
n=1 N +1 n=1 n
A)0 B) 1 C) 2
D) 3 E) 4

7
UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios




CRITERIOS PARA ANALIZAR LA
CONVERGENCIA DE UNA SERIE

8
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T Criterio-d

Comparacion)

Sean las sucesiones (ay)reny Y (bi)ken, tales que a partir de cierto valor de k
natural se cumpleque 0 < ay < by

) Sila serie ¥}’ by converge, entonces Y,/ a;, también converge.

i) Si la serie Y,/ a, diverge a +oo, entonces Y2 b, también diverge a +x.

9




Ejemplo Analice la convergencia de la serie
00)

z 1
ik — 2

k=1
Resolucio
n
e N L /L
k¢ wk-2 2
TT

. s . 1 5.
La serie armonica Y, - diverge a +oo,

entonces por el criterio de comparacion la serie Zf(":l% también

10

diverge a +oo.
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Ejemplo Analice la convergencia de la serie

senk?
kzl\/k4 +1
Resolucion
VkEN senk? < . < 1
D ag = < <
y VKA +1 VAP +1 k2

L o [0'e) 1 1 = .
a serie Zk=1§ converge, pues es una serie p, con p = 2;
entonces por el criterio de comparacion, tenemos que la serie

3o senk? +ambién converge
k=1 Vit +1 ge-

29 /30 11




Ejercicio
279. Determine el valor de verdad de las siguientes afirmaciones:

|. La serie
Z_;L 2" +n?

1

o0
II. La serie Z /. esconvergente

es convergente

lIl. La serie Z

_1e+TC

A) VFV B) FFV C) VFF
D) VVF E) FVF

es convergente

12
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Dada la serie ;2 ay , donde ay # 0, Vk € N. Supongamos que
. dk+1
lim =1
k—+o0 Ak

) Si0<L<1,entonces la serie Y2, a, converge.
i) SiL>10L =+, entonces la serie ¥, ay diverge

iii) El criterio no es concluyente si L. = 1 o dicho limite no existe
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Ejemplo Investigue la convergencia de la siguiente serie:
o
i
k=1

Resolucion

Sea a, = k?e ¥, vk e N.

Tenemos que

L = lim A1 | = lim Sl 1)26_(k+1) = lim Ey Ly = l
k—> o0 |ak| k—> o0 kZe—k k—>o0 kze e

1 . 3 A !
Como L = - < 1, entonces por el criterio de la razoén la serie converge.

14
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Ejemplo  Analice la convergencia de la serie
k!
2.5
k=1
Resolucion

k!
Sea ay =E,Vke N.

. |agsl . (k+1)! 3kK—1 : 3k_q
L=Ilim——=1 : = lim k+1
L
: K
L=Ilm—-.(k+1)=o
k— 3-——3—
(00} 31(

= L . Il
Entonces del criterio de la razon, la serie Zﬁo=1m diverge.

29/30 15




Ejercicio Analice la convergencia de la serie

o (—3)KH k!
2T
k=1

Resolucion

15




Teorema (Criterio de la Raiz)

Dada la serie Y12 ax. Supongamos que
limeeeadl — I
k—+0o0
i) Si0<L<1,entonces la serie };'>, a, converge

ii) SiL>10L =+, entonces la serie ;' a diverge

iii) El criterio no es concluyente si L. = 1 o dicho limite no existe
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Ejemplo Investigue la convergencia de la siguiente serie:

o (—1DK+3
z 2k+1

k=1
Resolucidén
k
Sea ay = (zlk)% vk € N.
k
SERRER ¥ S \/( L
L= lim y/lay| = lim == T

Como L = 1 < 1, entonces por el criterio de la raiz,
(=D*+3

la serie Y-, ~—

converge.

18
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Ejemplo Analice la convergencia de la serie
(0e] 2
, k
5311
Resolucion

](2
Seaak— (1+) ,VK €N

k
ik = |G
L = lim y/|ak| = lim = (1+) —2>1

k—oo k— oo 2

e 5 L , 3 .
Como L = > > 1, entonces del criterio de la raiz, la serie diverge.

29 /30 19




Ejercicio Investigue la convergencia de la siguiente serie:

0.0)

4k?
z 5k+1

Resolucion

20
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[ ] [ [ ] [ ] (] V 4

alternantes)
(< 1~

Si (ap)ken €S UNa sucesion de numeros reales positivos no creciente y

tal que lim a, = 0, entonces, la series

k—>+0o0
+ 00

Z(—l)k“ak =a; —ap +az—ag+ -
k=1

+00
Z(—l)kak = —a; +a, —az+a, — -
k=1

son convergentes.

21
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convergente)
La serie Y;'> ay se dice que es absolutamente convergente si la serie
Y% lak| es convergente

La serie ;' ay que es convergente, pero no es absolutamente convergente,
se denomina condicionalmente convergente.

—leorema (De fa convergencia Absolutade
Series]

Dada la serie Y2 ay, tenemos que

+ 0o + oo
Zlakl converge — Z ay converge
k=0 k=0

22
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Ejemplo Investigue la convergencia de la siguiente serie:

= 1
—1 k+1 —
2( ) k
k=1
Resolucion

Seaay = %,Vk € N.

1
Tenemos que (ay)ken €S NO creciente, y hm a = lim - =0.
) k—+oo Kk

Por lo tanto, por el criterio de Leibnitz ), ,(— 1)k+1 converge

Sin embargo tenemos que Y% lax| = Yie 15 (serie armonica), es divergente

& D= 1)kJr1 , €s condicionalmente convergente

23
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Ejemplo Estudie la convergencia absoluta de la serie

- Ink
k
kZ_;—n s

Resolucion

Ink k 1
IakI = 13 Sk3 =k2,VkE N

Por el criterio de comparacion la serie),._,|ax|converge, ya que

o 1
Zk=1§ converge.

. Ink
- La serie dada Y5>, (—1)k*? % es absolutamente convergente,

y por tanto convergente.

24
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